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APLIKÁCIA n-ROZMERNÝCH INTEGRÁLOV 
(UKÁŽKY V JAZYKU TURBO PASCAL) 
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Abstrakt 
Po�íta�om podporované vyu�ovanie matematiky má nezastupite�né miesto aj vo vyu�ovaní 
matematickej analýzy. V �lánku opisujeme desa� úloh na nájdenie �ažiska, pri ktorých je 
potrebné zisti� približnú hodnotu viacrozmerných integrálov. Nako�ko pri riešení praktických 
problémov je výpo�et presnej hodnoty viacrozmerného integrálu ve�mi náro�ný, je výhodné 
použi� po�íta�e na nájdenie jeho približnej hodnoty.   
 
K�ú�ové slová: viacrozmerný integrál, približné riešenie, �ažisko telesa, súradnice �ažiska, 
po�íta�om podporované vyu�ovanie. 
 
Úvod 

 
Po�íta�om podporovaná výu�ba v predmete matematika má svoje nezastupite�né miesto 

v sústave vyu�ovacích metód.  
Dnes už existuje celý rad na profesijnej úrovni zostavených programov. Takéto programy 

využívame aj my. V tomto �lánku však chceme upriami� pozornos� na význam tzv. krátkych 
programov, ktoré môžeme napísa� priamo v niektorom programovacom jazyku. Takáto práca 
ve�mi úzko súvisí s priamou výu�bou matematiky. Metodiku prípravy takýchto programov 
bez vä�ších problémov zvládnu aj žiaci stredných škôl a študenti vysokých škôl. Potom už 
môžu písa� programy samostatne pod�a vlastných predstáv.  

V �lánku budeme po�íta� integrály. V aplikáciách však výpo�et jedného integrálu nesta�í. 
Napr. pri výpo�te súradníc �ažiska telesa potrebujeme vypo�íta� štyri trojné integrály! Ide tu 
vždy o približný výpo�et! Uvedieme príklady také, pri ktorých je známy presný výsledok. 
Zárove� uvedieme aj také úlohy, ktoré klasickými matematickými postupmi nie je možné 
vyrieši�. Úloha je niekedy preh�adnejšia, ak k nej dokážeme nakresli� vhodný ná�rt, �i 
obrázok. Po�íta� umož�uje takéto obrázky nakresli�. Tým sa zvýši úrove� názornosti pri 
samotnej výu�be.  
 
Ukážky 

 
Úloha 1.  
Vypo�ítajme súradnice �ažiska rovinného útvaru, ktorý je ohrani�ený sinusoidou a osou x pre 

π,0∈x . 

([1], str. 257, pr. 260; výsledok 39269,08/,2/ === �ππ TT yx ) 
Pre n = 1000 dostaneme takéto približné hodnoty: 3927,0,5708,1 == TT yx . 

Vypo�ítali sme tri ur�ité integrály: � � �===
b
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Pre súradnice �ažiska platí: 
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Uvedieme pracovnú verziu programu (Program �. 1) a príslušný obrázok (Obrázok �. 1). 
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uses Crt, Graph, GenGraph, SclGraph; 
var x,s,a,b,h,h1,d,t,xt,yt:Real; n,k,i,k1,k2,k3,w:Integer; 
    u: array [1..3] of real; 
Function f(x:real):real;  
  begin f:=k1*sin(x)+k2*x*sin(x)+k3*0.5*sin(x)*sin(x); end;  
begin 
  for w:=1 to 3 do  
    begin 
      write('zadajte k1,k2,k3:'); readln(k1,k2,k3); 
      n:=1000; a:=0; b:=3.14159; CLRSCR; s:=0; 
      for k:=0 to n-1 do 
        begin h:=(b-a)/n; d:=h/2; s:=s+f(a+k*h+d); end; 
      u[w]:=s*h; writeln('u[',w,']=',s*h);  
      writeln('integral sucet=',s*h:2:5); Readln;  
    end; 
  xt:=u[2]/u[1]; yt:=u[3]/u[1]; writeln ('xt=',u[2]/u[1]); 
  writeln('yt=',u[3]/u[1]); readln;  
  initgraphics; scale (-5,4,5,-4); scaleaxis; 
  for i:=0 to n do  
    begin t:=a+i*h; ScaleputPixel (t,sin(t),15); end; 
  readln; h1:=0.05; scaleline (xt-h1,yt-h1,xt+h1,yt-h1); 
  scaleline (xt+h1,yt-h1,xt+h1,yt+h1); scaleline (xt+h1,yt+h1,xt-h1,yt+h1); 
  scaleline (xt-h1,yt+h1,xt-h1,yt-h1); readln; 
end. 

Program �. 1 

 
Obrázok �. 1       Obrázok �. 2 
 

Úloha 2.  
Vypo�ítajme súradnice �ažiska rovinného útvaru, ktorý je ohrani�ený grafom funkcie 

xxy sin⋅=  a osou x, pre π,0∈x . 

Program �. 1 vhodne upravíme.  
Pre n = 1000 dostaneme takýto výsledok: 697,0,868,1 == TT yx . Pozri obrázok �. 2. 

 
Úloha 3. 
Ur�me súradnice �ažiska oblúka krivky 2,1,0,122 ∈≥= xyxy . 

([1], str. 248, pr. 255, ide o ve�mi �ažký príklad, pretože aT Tx y  majú komplikovaný tvar). 

Vypo�ítame: � �� ′+=′+=′+=
b
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Súradnice �ažiska sú: 
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T == ; . 

Pre n = 1000 dostaneme takýto výsledok: 195,4,4807,1 == TT yx . Pozri obrázok �. 3. 
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 Obrázok �. 3         Obrázok �.4    Obrázok �.5 
 
Úloha 4. 
Vypo�ítajme súradnice �ažiska rovinného útvaru, ktorý je ohrani�ený krivkami 

( )02,2 >=+= aayxxay . 

([2], str. 361, pr. 4052, výsledok: ay
a

x TT 5
8

,
2

=−= ) 

Pre a = 1, n = 300 dostaneme takýto výsledok: 601,1,5001,0 =−= TT yx . Pozri obrázok �. 4. 
 
Úloha 5. 

Z oblasti D predošlej úlohy (a = 1) „vyberieme“ kruh: ( ) ( )
π
1

11,0 22 ≤−+− yx . Vznikne nová 

oblas�: *D . Vypo�ítajme súradnice �ažiska oblasti *D . 
Dostaneme takýto výsledok: 7727,1,671,0 =−= TT yx . Pozri obrázok �. 5. 
 
Poznámka: Vypo�ítali sme tri dvojné integrály ������ ===

DD
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Pre súradnice �ažiska platí: 
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Úloha 6. 
Rovinný útvar je ohrani�ený krivkou: 01394834243629 22 =−−+++ yxxyyx . 
Vypo�ítajme jeho obsah a súradnice �ažiska.  

([3], str. 219, elipsa, stred: [ ] 1
94

;1;1
22

=+− yx
S ). 

849,1832 a =⋅⋅== ππ bP ; pre n = 300 dostaneme: 1,1;842,18 =−== TT yxP . 
(Súradnice �ažiska sú súradnicami stredu elipsy). Pozri obrázok �. 6. 
 
Uvedieme �as� pracovnej verzie programu pre výpo�et trojných integrálov. 
 
uses Crt, Graph, GenGraph, SclGraph; 
var k1,k2,k3,k4,w:integer; i,j,k,n:longint; a,b,c,d,e,f,s,h1,h2,h3:real; 
x,y,z:array[1..500] of real; u:array[1..4] of real; 
function Fx (x,y,z:real):real; begin Fx :=k1+k2*x+k3*y+k4*z; end; 
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begin 
  for w:=1 to 4 do  
    begin 
      clrscr; Write ('Zadaj n,k1,k2,k3,k4 = '); ReadLn (n,k1,k2,k3,k4); 
      a:=-2; b:=2; c:=-2; d:=2; e:=0; f:=2; writeln('Pracujem'); s:=0; 
      for i:=1 to n do  
        begin x[i]:= a+i*(b-a)/n; y[i]:= c+i*(d-c)/n; 
              z[i]:= e+i*(f-e)/n; end; 
      for i:=1 to n do 
        for j:=1 to n do 
          for k:=1 to n do 
            If ((x[i]*x[i]+y[j]*y[j]+z[k]*z[k]-4<=0) and 
               (x[i]*x[i]+y[j]*y[j]-z[k]*z[k]<=0))  
               then s := s+Fx(x[i],y[j],z[k])*(b-a)*(d-c)*(f-e)/(n*n*n); 
      u[w]:=s; WriteLn ('s = ',s); writeln ('u[',w,']=',s); readln; 
    end; 
  writeln ('xt=',u[2]/u[1]); writeln ('yt=',u[3]/u[1]); 
  writeln ('zt=',u[4]/u[1]); readln; 
end. 

Program �. 2 

   Obrázok �. 6    Obrázok �. 7 
 
Úloha 7.  
Vypo�ítajme súradnice �ažiska telesa, ktoré je ohrani�ené zhora gu�ovou plochou, zdola 
kuže�ovou plochou ( ) 222222 ;4:0 zyxzyxz =+=++≥ .  
Pre n = 30 dostaneme takýto výsledok 280,1,0 === TTT zyx . Pozri obrázok �. 7. 
 
Bolo potrebné vypo�íta� 4 trojné integrály :  

������������ ====
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Úloha 8. 
Vypo�ítajme súradnice �ažiska telesa, ktoré je ohrani�ené zhora grafom funkcie 

( )
( ) ( ) 12/1

2

121

3
,

2222 ++−
+

+++
=

yxyx
yxh , zdola grafom funkcie  

( ) 5,0
22

,
22

−+= yx
yxg . 

Výsledok: 19,1,0,08,0 ==−= TTT zyx  (pre n = 30). Šikmý priemet telesa vidíme na 
obrázku �. 8. 
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  Obrázok �. 8       Obrázok �. 9 
 

Úloha 9. 

Teleso je ohrani�ené zhora paraboloidom ( ) 3
33

,
22

+−−= yx
yxh , zdola kuže�ovou plochou 

( ) 22 44, yxyxg += . Vypo�ítajme súradnice �ažiska. 
Výsledok: 05,2,0,0 === TTT zyx . Šikmý 
priemet telesa je na obrázku �. 9. 
 
Úloha 10. 
Teleso je ohrani�ené zhora rovinou 

( )
55

3,
yx

yxh −−= , zdola kuže�ovou plochou 

( ) 22 44, yxyxg += . Vypo�ítajme súradnice 
�ažiska. 
Výsledok: 

298,2,116,0,116,0 =−=−= TTT zyx . Šikmý 
priemet telesa je na obrázku �. 10. 
 

Obrázok �. 10 
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APPLICATION OF MULTIDIMENSIONAL INTEGRALS 
 
Abstract 
Computer supported learning plays an important role in mathematical analysis teaching. The 
paper deals with ten problems in which it is necessary to find an approximate value of  
multidimensional integrals to find centre of mass co-ordinates. As it is usually very difficult 
to calculate exact values of multidimensional integrals, it can be useful to use computers to 
find approximate values.   
 
Keywords: multidimensional integral, approximate value, centre of a mass, centre of a mass 
co-ordinates, computer supported learning. 
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